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Ecuaciones diferenciales

Algunos tipos que veremos

ODE: u"(x) + u(x) =0, conx € |

PDE indep. del tiempo: V%M(J_E) + u(x) =0conx € R"
ou(x, t)

—0Oconx €I

PDE dep. del tiempo: V%z”‘(}’ )+ ulx, 0 + ot

ou(x)
ox

IDE: + J S, u(y))dy = g(x, u(x))

0



Ecuaciones diferenciales

Solvers

- Meéetodos analiticos

- Buscan expresidn cerrada para u(x)
- Muy restringidos en la practica
- Meétodos numéricos

- Para ODEs: Euler, Runge-Kutta, Crank-Nicolson, etc.

- Para PDEs: FDM, FEM, FVM, Méetodos espectrales, etc.



Differential equation of flow problem

FVM . FDM. . . . . FEM ..
Ecuaciones diferenciales § : :
Solvers numéricos utilizados en grillas (g e - e 0
Método de diferencias finitas (FDM) - L;
— X ——, genera sistema de ecuaciones algebraicas.

dx Ax

Metodo de volumenes finitos (FVM): aplica leyes de conservacion en pequenos
volumenes del dominio

J V-FdV=[ F - ndS
1% oV

Metodo de elementos finitos (FEM): aproxima soluciones a PDEs e IDEs utilizando
un conjunto finito de funciones, tratando de llevar el problema de PDE a ODE v utilizar el
metodo de Euler o de Runge-Kutta para encontrar la solucion del sistema simplificado.

u(x) & ) uh(x)

1



Embebiendo fisica dentro de redes neuronales
Introduccion a las redes neuronales informadas por la fisica

Red neuronal f, (x)

Autograd — deriva redes neuronales con respecto a lo que querramos




Embebiendo fisica dentro de redes neuronales

PINNs
Sea u(x, 1) la solucica'm de una ecuacion diferencial en derivadas parciales (PDE).
U
Si definimos u, := d_ . podemos expresar la PDE en término de una funcion &
X

de sus derivadas parciales parametrizada por A:

_ O
Uy = J!/I(ux’ Upxs °°°s uxx---x)
La red neuronal fw(f, 1) aproximara la solucion real del problema u(Xx, t) a partir

de los datos observados y del cumplimiento de la PDE, mediante el calculo del
residuo R y su minimizacion:

R=u—%,(u,u, U.....) =70

X? % XX X



Embebiendo fisica dentro de redes neuronales
PINNs

La red neuronal f, (X, f) aproximara la solucion real del problema u(X, t) a partir
de los datos observados y del cumplimiento de la PDE, mediante el calculo del

residuo R ;., y su minimizacion.

Queremos que Rg;.,(f,,) = 0, pero tenemos

RﬁSiCO :ft IR gﬂ(f)‘cajgcxa "',];x...x) Z O

Planteamos el problema

arg min,, ) ao(f, (% 1) — )% + ol (Rpe0(X)

Soft constraint



Embebiendo fisica dentro de redes neuronales
PINNs

En PINNSs, proponemos que una red neuronal parametrizada por w reproduzca
la solucion a la ecuacion diferencial planteada

u(x,t) ~f(x,,t) = NN (X;, 1)

alg m IN 9 2 0‘0( fw()_éi’ ti) — yi)z + a, [(R fisica( xl.)) . Vanilla-PINN for direct 2D PDE — Dirichlet BCs

————————————————————————

Compare to} | Automatic'
training data; | Diff. |

I data ! : :

i L u 0O i : Ux,0 E

E on d uy’ 9 i

' ' Minimization
I

Soft constraint

————————————————————————




Embebiendo fisica dentro de redes neuronales
Condiciones de contorno y condiciones iniciales

Cuando planteamos la solucion de una ecuacion diferencial, debemos ademas
especificar las condiciones de contorno y/o condiciones iniciales, ya que estas
determinan de forma unica la solucion de la PDE. Por ende, ante un problema

fisico real, imponemos que se cumplan las condiciones de contorno e iniciales

de la misma manera, mediante alguna funcion [ del residuo correspondiente

Ny

cant()rn() = Zf ()_C)(l) (i)) — l/tg) RCI = Zf ()_C)(l) (l)) — I/t(l)



Condiciones de contorno
Tipos

 Sitenemos una ecuacién diferencial para una funcion u(x) en un dominio

X € |a, b], una condicion de Dirichlet especifica el valor de la solucion en el
contorno

u(x;) = c¢; con x; en el contorno

* Una condicion de Neumann fija el valor en la derivada
ou(x;)

0X
e La condicion de Robin combina ambas

ou(x;)

ox

= ¢; con x; en el contorno

au(x;) + b = ¢; con x; en el contorno



Condiciones de contorno
Tipos

|. Constant surface temperature /,

10,1 =T, A Dirichlet condition
I(x, 1)

J

Adiabatic or insulated surtace

dT \ Neumann condition

—n = U I'x, 1)
X
3. Convection surface condition 70. 1
. N\
,T N\
J . ~ - e
—k— | _n=h|T,— 1(0,1)] - ) Robin condition
agx v I . h

N\
\ I(x, t)
11~

T. L. Bergman, Fundamentals of heat and mass transfer. John Wiley & Sons, 2011.



Collocation points

Exigir puntos donde se cumple la ecuacion diferencial

Podemos armar datos ficticios!

Boundary Data points and Collocation points

1.00 A {X'*-XX)'OQ(X B OO R R XK X X)KX)&

/ CEE TR T R N R REE N R NN NN NN NEY R N NN N R N N NN N N N N N N NN N N N Y 0.75 A

0.50 A

|  Collocation points 0.25 -
> 0.00 A
-0.25 1

—0.50 -

0 , . , ~0.75 -
| 2 !

I B Pt B R Pt R e

1 X X MK XX N 0K X MK MK X MK X XX XX

t —1.00 4 % 300 XK X HKXK SO0 XM XXX X X2 XK

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

. ., X
N. puntos de anclaje o colocacion.

Pueden estar fuera del rango de los datos de entrenamiento
https://benmoseley.blog/my-research/so-what-is-a-physics-informed-neural-network/



Embebiendo fisica dentro de redes neuronales
La funcion de costo de las PINNs

arg ming Z aO(fw()_éi’ ti) - yi)z T all(Rﬁsico(xi)) T a2l(Rcont0rn0) T a3l(RCI)

Es comun utilizar [(x) = MSE(x)

N N
gdata — Z (fw()—c}b ) — yi)z gﬁsica = Z (Rfisica(xi))2
n ey
o . N . )
gcontomo — Z (fw(x](_;)9 t(l)) o ul(;))Z gCI — Z (fw(xg)a t(gl)) o u(gl))
i=1 =1
arg minw(aO‘fZ data T alg fisica T a2°<Z contorno T C¥3°<Z CI)



Ejemplo Oscilador armonico amortiguado

Training step: 10

EXaCt Solution

= Neural network prediction
Training data

Training step: 150

Exact solution

wwmww  Neural network prediction
Training data
Physics loss training locations

https://benmoseley.blog/my-research/so-what-is-a-physics-informed-neural-network/



Derivadas en batches

Tomamos un conjunto de puntos del dominio y vemos que se debe cumplir |la
ecuacion diferencial

NXxd

Xp € L
Donde N es el tamano del batch y d es la cantidad de variables

i, (Xr) = f,,(xp) = [, (x) = L, (X f,,(0), - - [ ew)] € N

Necesitamos un Jacobiano N X d ...




Producto Vector-dacobiano
Vector Jacobian Product (VJP)

Supongamos que tenemos y = f(x) con x € R" e y € R™. Podemos escribir

el Jacobiano como

mo
- 0x 0x
ay 1 d
J — —_} —
0x oy oy
ax 1 8)6 d

Autograd calcula el producto vector-dacobiano (JVP) para ahorrar computo
ya que generalmente solo necesitamos ciertas combinaciones de derivadas,

donde JVP se define como

vIJ e R conv elegido de manera estratégica.



Producto Vector-dacobiano

La clave esta en la independencia entre puntos

u(x;) depende solo de x;
Entonces el Jacobiano tiene estructura diagonal por blogues.
ou(x;) ou(x;)

0)6]- k( ]) Oxl-




Vector-Jdacobian Product

Ejemplo: batch con 2 elementos

of,.(x1) O
- fw(xl) J - axl
I AE)] KA PN O
0X5
of. (x;) Of (x
o — 1 :>VTJ=( fw( 1), fw( 2))
1 @xl 8)62

https://docs.pytorch.org/tutorials/beginner/blitz/autograd_tutorial.html



Teorico practico semana 3



Aproximacion fina
L-BFGS

* Los métodos de optimizacion que vimos actualizan los pesos en funcion del
gradiente de la funcidon de costo y han demostrado excelente capacidad para

encontrar el minimo global.

e Una vez que estamos en la vecindad del minimo global, existen métodos mas
rapidos y precisos para encontrar el minimo global. Estos métodos son
sensibles a la inicializacion, por ende sirven mayoritariamente cuando ya nos
encontramos cerca del minimo global.

. Optimizacién FINA



Aproximacion fina
L-BFGS

Aproximacion cuadratica local

Cerca del punto actual w(t), aproximamos por serie de Taylor
1
L, L o+ VSZVTV@(W —w) 4 E(W — wNTHw — w) + O(w?),

Donde H = V*.& » €S la matriz Hessiana. / N —

Localmente, parece un un pozo cuadratico!



Aproximacion fina
L-BFGS

1
L, 2L o+ VS/”VTV(I)(W —w) + E(W — WY Hw —w®) + 6(w?),

|
Od)=ZL,n+g'd+ EdTHd, cong=VZ

Encontrar el mejor paso que nos lleva a el minimo de un solo paso si fuese
cuadratico:

V,Od =g+Hd=0 = d=-H"g ,
Metodo de Newton

WD = w0 gy

w()
Calcular H~! cuesta mucho



x@
X5

Aproximacion fina
L-BFGS

Limited-memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (L-BFGS) construye
una aproximacion de la inversa del Hessiano

Usando solo gradientes del paso anterior y la actualizacion de los pesos del
paso anterior. Almacena solo los ultimos m cambios (L del nombre)

Informacion sobre curvatura

1
. (t) _
YO =VZ n—VZ, «»(cambio en el gradiente) codificada en p™ = 0T 50

s = WD _ 1,0 (cambio en el parametro)

Doble loop recursivo para aproximar Hessiano con esta info. Aplicando una secuencia de
actualizaciones de rango 1 que aproximan la inversa del hessiano.



L-BFGS en PINNs

Encontrar cercania al minimo... y luego el minimo

odel.compile("adam", lr=1le-3)
Ode-l. n t I"'a in ( lte Fat lOﬂS=3@@@) Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno
odel.compile("L-BFGS") | . ] -t

odel.train()

Muy usado en PINNSs!

https://ariad2.com/blog/2014/12/understanding-lbfgs



Pesos auto-adapatativos en PINNs

Problemas con discontinuidades en CI?

arg minw(aogdam + algﬁsica + 0{23

+ L )

contorno

arg minwarg maxﬂ(g data T a(/lﬁsica)g fisica T a(/lcantorno)g contorno T a(ﬂCI)‘EZ CI)

N,.
1 — . o
L.(w,N\,) = 5Zm(,\;) Nt [u(x?, t4; w

1=1
1
Eb(w,)\b) — Q;m()\z |Bmt
1 o
Lo(w,Xo) = > m(Ap) [u(zh, 05w

Descenso por el gradiente para w

w = w" — 9, Ve, L(w” )\k LAY

(
AT =AY + pEVa L(wF, A7, A, AG)
)‘lg-l-l — Ab nE pb v)\b (wk Aba )
AT = A§ + pb Va  L(w", A’“ Aty Ag) -

Ao
Ao

Ascenso por el gradiente para las A’s

https://arxiv.org/abs/2009.04544



Condiciones iniciales

Loss Magnitude on Initial Condition

esos auto-adapatativos en

Residuo fisico

Loss Masnitwde on Residual Points

PINNSs

a Heime I Lo 1 e ascline PINN Residual Loss
- IR L w8 L PINN Hesxlual Loss
o 2 o —_- ) o
3 S ¢
I T 1] T T T | ' T 14 T ‘ T
0 ALY s T AL AR L RLLE s ) SN )
Training [teration Training [teration
PINN Error
200 )
17
" 4 150
Adveccion 1D
= = 100
075
050
T, 0
gi(z,t) + uge(z,t) = 0, z€[0,L], t€[0,T], ‘
0.00

U(O,t) = 'U(L.t) = O, t € [O‘ T] , 000 005 u-t:n 015 020
lt(ﬂ?,()) = EJ(SC) y T € [()"l;]' 2.00

000 .
000 Do0s 010 015 D20 000 D05

[ [
) Error
40 200 2
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10 0 :
2 125 {- :
0
,q ® 100
15 075 - o
) 5 it -
10 e -
- 0.25 T 2
000 Y Y '
Ql0 015 020 000 005 010 015 D20

[ 4

Total

Loss Magnitude

Training Heratio

Rojo: baseline Vanilla PINN
Verde: SA-PINN

https://arxiv.org/abs/2009.04544



X-PINNs

Extended Physics Informed NNs

ndominias

_ k k k k
Z = Z (a()gdata T alg isica T a2°CZ contorno T (,133 CI) T 2 Z interfaces
k

interfaces

Domain({2)

(45

Data Distributed Parallel (DDP)

W @ B

- Entrenamosn,,,.. . . redes...

NN, NN, NNj NN,

- Paralelizable! ey | oo 1 oy

é) ,_7((:)2) j((':)l) j(é3) ,_7((:)4)

Ring allreduce ?éf VJ(©,) VJ(©.) VJ(O,) VJ(6s)
: _ % 5 5 5 5
https://arxiv.org/pdf/2109.09444 S : : .



X-PINNs

Advection u(x,t)

Advection u(x,t) :
1.0 “ ® SUbﬂF.’T 1 Reﬁldl.al T -.t..' . .. '..\. c‘.p --' ® .:
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0.30 0.2 - st : A M AT AT
. > . q . .: X :\..\. ".".’ ! ; o. . '.‘ :‘ * !
.~. 0-';‘:. :-‘0:.:'...- . l‘:‘-' .’;'..
— Decomposition - L N ‘. ‘ ' P A 7: Shane de Mgl -
. Less complex parts & Less training data & _ I SN P PO PRI
—— Target function 0.15 0od . L e T e L A L L e
- [ ¥ y O\ ) .
Simplicity Complexity

due to decomposition due to overfitting —1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ~1.00 -0.75 =0.50 =0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00
X X

Pros Cons Advection PINN Error Advection XPINN Error

1.0 1.0

0.648

0.576
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0.8
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- 0.6 - 0.432

0.6 0.6
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- 0.4 0.4 + 0.288

0.4
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https://arxiv.org/pdf/2109.09444

0.000



Optimizacion Bayesiana

Proceso Gaussiano

< = Z£(0,) con 0, hiperparametros
Ejemplo: Hh = {7]’ aﬁsica’ Xees e Mhiddens nlayers}
arg min thmml

Proceso Gaussiano: Z£(0,) ~ & (u(0,), k(0,,0,))

Distribucion sobre funciones posibles que podrian explicar nuestros datos

Z(0,) | datos ~ N (u(6,), 6%(6),))

https://scikit-optimize.github.io/stable/modules/generated/skopt.acquisition.gaussian_ei.html?highlight=ei#skopt.acquisition.gaussian_ei



Optimizacion Bayesiana

Proceso Gaussiano

- (entrenar en cierto conjunto de 6’;) iniciales),

el proceso gaussiano considera un espacio de optimizacion suave,
que esta codificado en el kernel.

- Luego de observar (realizar los entrenamientos) el proceso gaussiano
se convierte en una distribucidon de probabilidad condicionada, que

devuelve valores para u(0,), 02(6’h), i.e. cuando vale la media de la

funcion de costo en el espacio de hiperparametros, y qué
iIncertidumbre tenemos al respecto.

https://scikit-optimize.github.io/stable/modules/generated/skopt.acquisition.gaussian_ei.html?highlight=ei#skopt.acquisition.gaussian_ei



Optimizacion Bayesiana
Proceso Gaussiano
Proceso Iterativo:

1. Seleccionamos ciertos valores iniciales H]fl’) coni=1,....n

2. Entrenamos PINNs para todo H}Ei)

3. Ajustamos proceso Gaussiano (GP) (maximizando log-verosimilitud)

4. ElI GP recomienda el siguiente punto «9]2 a evaluar basandose en las regiones

del espacio de hiperparametros donde la incerteza sea mayor o donde la
funcion de costo ya sea buena®

https://scikit-optimize.github.io/stable/modules/generated/skopt.acquisition.gaussian_ei.html?highlight=ei#skopt.acquisition.gaussian_ei



Optimizacion Bayesiana

Maxmizar la mejora esperada (Expected Improvement)

Sea Z* el mejor valor observado hasta el momento. La mejora al explorar 6,
se define como

1(0,) = max(<L* — Z£(6,),0).
Por ende, la mejora esperada se escribe como el valor esperado de la mejora:

EI6,) = E[max(£* — £(6,),0)]

P (o)) @ CDF de la normal,
— O,

EI(0)) = (ZL* — u(6,)P 0 , 25
(Op) = ( HENP@) +0E)PR), 2 c(0),) ¢ PDF de la normal

Explotacion exploracion

https://deepxde.readthedocs.io/en/latest/demos/pinn_forward/helmholtz.2d.dirichlet.hpo.htmi



Teorico practico semana 3: optimizacion bayesiana



