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Modelos probabilisticos

Distribuciones e incertidumbres

 No queremos modelar un valor especifico, queremos saber su distribucion!
e Modelar la iIncertidumbre inherente a los sistemas naturales

* Multiples fuentes de variabilidad: ruido, condiciones desconocidas, interacciones no
observables, o incluso la naturaleza estocastica de un sistema.

* Queremos aprender una distribucion de probabilidad

 Un modelo probabilistico define una distribucion sobre los datos, ya sea explicita o
implicitamente

A partir de datos, el aprendizaje de una distribucion de probabilidad permite capturar
patrones, correlaciones y estructuras subyacentes que no son evidentes con modelos
deterministas



Aprender una distribucion de datos

Funcion de costo

» Tenemos datos D = {Xx;};_; _, Y buscamos un modelo con parametros 0 tal
gue aprenda la distribucion verdadera de los datos p,

p(D) o p(x)
» Buscamos un modelo que genera datos con cierta probabilidad! Llamemos pj
a nuestro modelo paramétrico (€ parametros del modelo generativo):

Maxima verosimilitud 0% = arg max py(D) Ld arg maX — Z log py(x;)
0

—> 0* ~ arg mgax S [log p@(X)] Maxima log-verosimilitud esperada




Aprender una distribucion de datos

Modelos simples

Con x € R, podriamos modelar Po(x) con alguna distribucion conocida

X ~ pg(x) = N(x|p,2), con 0 = u, 2}

Ajustamos una distribucion gaussiana multivariada, aprendiendo sus parametros
globales.

* Necesitamos modelos mas expresivos



Aprender una distribucion de datos

Divergencia de Kullback-Leibler

+ La Divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre Py QO es la entropia relativa entre
las dos distribuciones. Es una medida de informacion que cuantifica que tan

similar a la distribucion de probabilidad P(X) es la distribuciéon candidata O(X).

e Sabemos que la entropia es una medida de la informacion media o incerteza de
una variable aleatoria X, y la podemos definir como (Shannon, 1948)

H(P) = — Z P(x)log P(x),
xeX

donde X se muestrea de la distribucion P.



Aprender una distribucion de datos

Divergencia de Kullback-Leibler

 Podemos definir a la divergencia-KL como
P(x)
Q(x)

Se puede interpretar como la cantidad de informacion extra promedio requerida
para codificar los datos usando la distribucion de probabilidad candidata en vez
de la verdadera.

contnua: D P110) = | proton X0ax =, [l 22|

q(x) q(x)

Dy, (P|1Q) = ) P(x)log

xeX

= —H(P) + H(P, Q)




Aprender una distribucion de datos
De MLE a divergencia de KL

 Resulta gue maximizar la log-verosimilitud equivale a minimizar la
divergencia de Kullback-Leibler entre la distribucion real y la del modelo
parametrico:

p(x)
Po(x)

como Dy, (p(x) | py(x)) = —op(x) | 108 , entonces

0* = argmin Dy (p(x)| pyx)) = arg max £, [log py()]

Veremos que en modelos de variables latentes no siempre podemos evaluar
esta divergencia de KL y debemos recurrir a aproximaciones...



Mezcla de densidades Gaussianas

Caso sencillo: distribucion categorica

* Por qué tomar una sola Gaussiana como en el modelo sencillo?

» Introducimos una variable latente 7z ~ Categorical(x), con K categorias, i.e
w = (m, ..., Tx). Podemos entonces escribir

K
IOg[Pe(X)] = log [Z P(Z)Pe(x | Z)] = log [Z ﬂk«/’/ (x| 120 Zk)]
Z k=1

o Parametros a optimizar: 0 = {x, y,, Ek}kzl,...,K



Mezcla de densidades Gaussianas
Red de Mezcla de Densidades (MDN)

e Supongamos que vemos una variable ¢ Mixture Density Networks
gue depende de x. Queremos modelar © O Q% N
P < KA SO
* Pero por qué elegimos esos valores de © NS )N bty dersty
T, Uy, 24,7 Podemos hacer que | | @
dependan de la entrada x. birod il ioning

Planteamos una red neuronal que aprende

K
log[py(t] 0] =log | Y m(x) ¥ (t] ), £ (x))

k=1
Podemos retropropagar porque la funcion es diferenciable. Funciona porque podemos sumar

sobre 7 Teorico-practico MDN



Aprender una distribucion de datos
Camino hacia el ELBO

RECAP
» Queremos que py(x) se aproxime a la distribucion real p(x).

e Podemos reescribir

Dy (p || pe) = = x~p(x) [log Px) ] = Exp) [logp(x)] — Cxmp(x) [logpg(x)]

 Si minimizamos respecto a @, el primer termino es una constante. Por lo tanto

argmin Dy, (p | | pg) = arg max E,.,l10g py(x)]



Aprender una distribucion de datos

Aproximacion Variacional
« log py(x) suele ser dificil de evaluar si el modelo tiene variables latentes

Evidencia := log p,(x) = log Jpg(x, 2)dz

* lo que suele ser imposible de evaluar ya que no suele tener forma cerrada.

 Aproximacion Variacional (¢ parametros del modelo codificador):

Introducimos Red neuronal q,(2 | X) & py(z]X)

pg(x, Z) ]

Py(X, 2) Po(X, 2)
lo (x)=10J' (z]x) dz =1ogk, ., (.. >E._. .10 1O
g Po g |94z 8E gl ~acbo |18

%(Z | x) %(Z | x)

Multiplicamos y dividimos por ¢,(z | x) Desigualdad de Jensen



Aprender una distribucion de datos

Aproximacion Variacional

e Evidence Lower Bound:

pﬁ(-xa Z) ]

ELBO(¢,0;x) =k, . |log
< ng(Z\ ) [ qu(Z‘X)

 De hecho, vamos a ver que la diferencia entre la evidencia y su cota inferior, es la
divergencia de Kullback-Leibler!!

log py(x) = Dk (q,(z| %) || po(z| X)) + ELBO(9, 0; x)

Como la evidencia es constante respecto a ¢ para un x dado, minimizar Dy; es
equivalente a maximizar ELBO



Aprender una distribucion de datos

Inferencia Variacional

q,(z|x) ]

DKL(ng(le)‘ |PQ(Z\X)) — Tz~gy(zlx) llog Po(z] x)

~2~q(2|%) llog qu(z‘x)] ~ Tzmgy(zln) log py(z | X)]

p H(x ’ Z)
Po(x)

_Z~q¢(z|x) llog Q¢(Z‘X)] — _Z~q¢(z|x) ll()g

— T~z llog Qqﬁ(Z‘X)] — Tzrgyzlx) [lngg(x, Z)] + log py(x)

= — ELBO(¢, 0; x) + log p,(x)
—> log py(x) = ELBO(¢, 0;x) + Dy;(q,(z| X) | | pe(z ] X))
Podemos usar el ELBO como funcion de costo y maximizarlo



Aprender una distribucion de datos

Inferencia Variacional

p@(xa Z)
] = Egy o (102260, 2] = B o) llog ‘Ic/)(z‘x)]

ELBO(¢,0;x) =FE,_, .1y |10g
2~q(2|x) l Q¢(Z‘X)

—2~q5(z]x) [logpg(x\z)] T Eovgy o llogp(z)] — Cog,(zl%) llog q¢(z\x)]

= (e (102 P9(x 1 2)| = Dy (gy(z| %) |1 p(2))

Reconstruccion Regularizacion

Podemos usar el ELBO como funcion de costo y maximizarlo



Hacia el Autoencoder Variacional

Autoencoder (AE)
X hg (%) fo(2) x’
encoder decoder
Entrada Generacion
\ /

1
MSE©, ¢ = = ), (= fylhy(D)* = L econ



Autoencoder Variacional (VAE)

qp(2]x) p(2) Po(x|2)
x he (x) [ > U + O€ fo(2) x!
encoder B 1 decoder
Entrada Generacion
N(O,I)~ |e€ ELBO($,0;%) = E__; ;1 [108 Py(x | 2)| = Diy (g4 1) | [ P(2))
gTOt — grewn T gKL

1 M
Z 0= KLUyEID11p@) = - D (1 +logo,(¥)2 — uy(®)2 — exp(log 6,(%)2))

m=1 https://jorobledo.github.io/apbf/modulo_4.html



Autoencoder Variacional (VAE)

Termino de la divergencia de KL e hipotesis

» Tipicamente z € RM y se utiliza distribuciones Gaussianas

o q¢(2 1 X) =N (,1445(55), diag 05(55) ) (aprox. Variacional a posterior que lleva a espacio latente)

. /4¢(55) y 05(55) son la salida de h¢(55) (2M valores)

e p(2) = N(0,]) (a priori para 7)

/

-

hg(x)

\

N(,I) ~

log 0

U+ oe

\

fo(2)

/

« La distribucion del decoder dependera de la naturaleza de los datos X (podria ser Normal, Bernoulli,
Categorica, etc.) Si es Normal, utilizariamos a MSE como £, .., para Bernoulli BCE, para

Categorica entropia cruzada, etc.

+ Jprecibe Z de entrada, pero /1,(X) produjo medias y varianzas de la distribucién multivariante de .

Ademas, como retropropagamos después el gradiente?




Autoencoder Variacional (VAE)

Reparametrizacion

e Usamos truco llamado reparametrizacion:

» Muestreamos un ruido aleatorio de distribucion conocida € ~ 4 (0,[). Como

Z|lx~ N (ﬁ’(/b()_c’), aé(f)l]), entonces podemos utilizar

/

X™  he(x)

U+ oe

N(O,I) ~ | e

Z = @ + 3¢ - €. (importante, € no depende de @)

« En ELBO, todos los términos

 Permite usar backprop!

-ZN%(Z‘X)[ - | pasan a ser

_€N./V(O,|])[ - |

\

fo(2)

/




Autoencoder Variacional (VAE)

Diferencia conceptual entre AE y VAE

—

Autoencoder Variational autoencoder

A practicar: Notebook VAE



